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COMPUNEREA OSCILATIILOR ARMONICE SIMPLE

Efectele fortelor care actioneaza asupra oscilatorului armonic Se pot suprapune sau compune
pe baza principiului superpozitiei, principiu valabil pentru sistemele cu comportament liniar.
Vor fi tratate trei cazuri de baza privind compunerea oscilatiilor armonice.

1. Compunerea oscilatiilor armonice pe aceeasi directie, de aceeasi frecventa dar cu
amplitudini si faze initiale diferite

Un oscilator este supus simultan la doua miscari armonice de forma:

X, (t) =2, cos(at +¢,) si X, (t) =a, cos(at +¢,)
Masa oscilatorului va efectua o miscare rezultatd din suprapunerea celor doud miscari:
X=X, + X, =&, cos(at + ¢,) +a, cos(at + ¢, )

VVom considera doi vectori rotitori (fazori) Z1 si Zo inplanul | ________ z
complex a cdror proiectii in real sunt miscarile x;si X,de mai sus.
VVom Tnsuma vectorii iar rezultatul Z(t) va fi proiectat in real:

Z(t) = Z]_ + Zz sau ael(@+o) — alej(a’t"'%) + azej(a)H(pz) ay sin o,
Se poate simplifica cu e!* rezultand:
ae](D = aleJ(pl + aze 19,

Se proiecteaza relatia pe cele doud axe perpendiculare:

acos@ =a, Cos¢, +a, Cosg, si asin ¢ =a, sin ¢, +a, sin ¢,

Pentru determinarea modulului fazorului rezultant se aplica
teorema lui Pitagora:

a; Cos @ =— d; COS @, —>{

Vect. rotitori: Z=Z1+72

a=1/(a, CoSg, +a,C08¢,)% +(a,Sin @, +a,5iN ,)> sau: a=./(a’ +a2 +2a,a, cos(p; — p,)
a,sin ¢, +a, sin @,

a, COS¢; +a, CoS, ]

Se poate generaliza pentru compunerea a n functii armonice. Modulul si faza sunt:

Faza este: ¢ = arctan(

n -
> S 2.3;sn ¢,
= \/(-Zai cosg)’ +(Xa;sing)? , g =arctan| =L ——
=1 =1 zlal cOS wl
1=

Amplitudinea si faza depind numai de &; si ¢;. Astfel amplitudinea miscarii rezultate data
de Z este constanta in timp, miscarea fiind de asemenea armonica. Cei trei vectori Z1, Z2> si Z au
aceeasi pulsatie .

Amplitudinea este maximd a =@, +a,daca vectorii Z; si Z sunt in fazd ¢, —@, =27-k

Amplitudinea este minimd a=a; —a,dacd vectorii Z1 §1 Z sunt in opozitie de faza
», —@, =(2k+1)-7 unde k=0,1,2...,n.

2. Compunerea vibratiilor armonice pe directii paralele avand pulsatii diferite
Legile de miscare ale oscilatorilor sunt de forma:

X (t) =g, cos(at+¢) si X,(t)=a,cos(at+@,) unde @, # @,.
Vectorii rotitori asociati sunt:
Z]_ — alej(a)lt"'(ﬂl) 22 — azej(w2t+¢)2)

Miscarea rezultata este descrisa de suma fazorilor:



Unghiul dintre fazori variaza fiindca vectorii se rotesc cu viteze unghiulare diferite o, # @, .

Amplitudinea lui Z este variabila fiind dependenta de unghiul variabil dintre vectorii Z; si
Zs.

2, .2
a= \/al +a; +2a,a, cos[(@ —w,) )t + ¢, — @, ]
Amplitudinea variaza periodic intre un maxim:
Amax = + &

cand vectorii sunt in faza (o,t+@,)—(ot+@) =27-k sau: (o, —o)t+@, —@, =27-K
si valoarea minima:

Amin =& — 8
cand vectorii sunt in antifaza (o, —o)t+@, —@, =(2k+1)- 7.

Daca amplitudinile sunt apropiate ca marime diferenta dintre amplitudinea maxima §i cea
minima a miscdrii compuse este mai propuntatd rezultand fenomenul ,,batailor”. In acest caz sunt
sesizate periodic maximele de amplitudine Tn contrast cu minimele.

Amplitudini egale: a,=a,=a rezulti|a;, =0

+ —_
O D2 t.cos A P2 ¢

X = X, (t) + X, (t) = acos(myt) + acos(w,t) = 2a cos >
sau: x=2a cos(Zn%t)-cos(Zn -

f,
t
5 Y

Frecventa batailor
Diferenta dintre vitezele unghiulare ale celor doi vectori rotitori este Aw = @, —, [rad/s].
Presupunem cé vectorii rotitori iniial sunt suprapusi. La fiecare secunda vectorul cu viteza unghiulard mai
mare se pozitioneaza in fata celuilalt cu A@ radiani. In cate secunde vectorul cu viteza unghiulara mai mare

se pozitioneaza in fata celuilalt cu 2x radiani deci cu o rotatie completd incat se vor suprapune din nou?
2r 1 1 Ao o-o

= =T,[s] sau: |[fp=—=— =f, —f
Ao f -1, o e] 1, 2z 2z 'Y

Aplicatie #1: ascultarea a doud diapazoane excitate simultan si asezate in paralel; nu sunt
sesizate distinct oscilatiile diapazoanelor (numai frecventa) dar este sesizata variatia amplitudinii
semnalului compus cu frecventa egala cu diferenta frecventelor (diapazoanele au frecventele
apropiate). Daca diapazoanele au frecventele f,=440.5 Hz si f,=440 Hz, rezultda f, =0.5Hz iar

T, = 2s. Perioada batailor este mai mare cu cét diferenta pulsatiilor este mai mica. Astfel, pentru 440.2Hz si
440Hz T, =1/0.2=5s .

2. Aplicatie #2 pentru observarea fenomenului de bataie (variatie amplitudine la 440 Hz)
Advanced Spectrum Analyzer

Fs: 44100 Hz

Window: Rectangular —

FFT size: 16384 Af 302 Hz AdB 10 dB x ’ e
g Screenshot

20 Disable Peak Hold

Settings

Setari: i
Input samples (N): 2048,..., 16385
Window function: Hanning, Hamming etc. e
Sampling frequency (Fes): 44100, 48000
Input source: Default Mic., Second Mic.
Averaging factor: 4,...,10

Logarithmic scale: T/F




Peaks

Af = Fe Af = 1
N N - dt

Fenomenul de bataie obtinut cu perechea de diapazoane. Se va urmari cresterea si scdderea
alternativa a amplitudinii varfului spectral de 440Hz la analiza spectrald a sunetului generat de cele
doua diapazoane.

Se deplaseaza spre varful furcii cele doud mase care gliseaza pe bratele furcii unui diapazon.
Frecventa acelui diapazon scade deoarece se aduce aport de masa spre varful furcii. Astfel frecventa
bataii creste fiindca diferenta frecventelor tonurilor generate de cele doua diapazoane creste: fb=f1-
f2.

Aplicatie #3: simulare in Labview

Pentru fiecare functie armonica x(t)=ai*cos(w:*t) si y(t)=ax*cos(m.*t+@) se impune
pulsatia miscarii oscilatorii (Om1 respectiv Om2) si amplitudinile, iar pentru armonica y(t) se poate
defini faza in grade (urmand sa fie transformata in radiani prin relatia ©/180*defazaj)
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Numarul de puncte de reprezentare pentru fiecare curba este produsul dintre controlul
variatie perioade si constanta 360, influientand direct variabila timp (Fig. 1).

Furnizarea de argumente se face prin relatia Omega * 2*Pl / 360 * i, observabila in
diagrama, unde Omega se refera la controalele Om1 si Om2.

La iesirea din cadrul ciclului For sunt disponibile trei tablouri unidimensionale reprezentand
valori pentru cele douad armonice si pentru functia periodica obtinuta prin insumarea armonicelor.

Urmeaza o structurd de decizie Case cu patru cazuri, permitand vizualizarea independenta a
curbelor x(t), y(t), x(t)+y(t) si simultan a celor trei curbe precedente.
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celor doua vibratii armonice compuse sunt relativ apropiate.



Tabel #1. Trasati curbe obtinute cu aplicatia Labview respectind relatiile indicate privind amplitudinile si

frecventele si completati tabelul

al<<a2 x1(t) de amplitudine mica si frecventa mica
f1<<f2 x2(t) de amplitudine mare si frecventd mare

al>>a2 x1(t) de amplitudine mare, frecventa mica

itudine mica, frecventa mare
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Aplicatie #4, simulare Matlab
clear; clf;
oml=2*pi; %0 ,
om2=2*pi+pi; J=sqgrt(-1); 60
load train; 15
for t=0:.01:4
vl=1l * exp(j*oml*t) ; ! =
v2=1.2%*exp (j*om2*t) ; 05
v3=vl+v2;
compass ([vl, v2, v3], '-*"); *ﬁﬁﬂahh
if abs( rem(om2*t-oml*t, 2*pi))<.05 0
% diferenta intre unghiurile maturate
redusa la un cerc trigo
sound (y,16000) ; 330
end
pause (.0001) ;
end 300

270

3. Compunerea vibratiilor armonice pe directii perpendiculare

Se vor vizualiza curbele
obtinute din compunerea a doua
semnale armonice pe directii
perpendiculare (Fig. 3). Este
folosit indicatorul grafic XY
Graph.

Ecuatiile  celor doua
armonice sunt:

X(t) = Acos(mwt)
y(t) = Becos(nwt + @)

Tn panoul frontal (Fig. 4)
putem interveni prin obiectele de

(curbe Lissajous)

7 ﬂdos[m*um"tﬂ

In din expresia co

tip control asupra marimilor m, n si asupra unghiului de defazaj ¢ (in salturi de n/4).

Sub grafic se afisaza raportul curent al pulsatiilor m/n pentru curba generata si defazajul.

In diagrami se compun cele doua armonice in cadrul unui ciclu For iar in afara lui este
plasat obiectul XY Graph care primeste o structura de doua tablouri de cate 300 de puncte fiecare.



Valorile de control m , n si ¢ sunt plasate
Tnafara cadrului ciclului.

In figura se pot numira “perioadele” (prezente
in curba inchisd) pe directia x (m=3 perioade) si pe
directia y (n=2 perioade). Se pleaca de exemplu de la
marginea stangd a ecranului; se numara parcurgand
curba revenirile (3) la aceeasi margine. Lafel se
procedeaza pe directia y rezultdnd doud reveniri.

Mesajul de sub grafic este compus prin
concatenarea unor constante sir de caractere de tipul
“Raportul dintre pulsatii “, « /

nr puncte
4300

m din expresia cos(m*om*t)

g1 |

n din expresia cos(n*om*t+fi)
‘M

‘ﬁ: val.control *pi/4

3

Raportul dintre pulsatii 1/2
Defazajul 3*pi/4
stop

COMPUNEREA SEMNALELOR ARMONICE PERPENDICULARE

cos (m * om * t)

0

cos (m * om * t) 8|z
cos(n*om *t+fi) 8y

=B Cursor € 0,4 -0,1—/

Plot 0
—1

ITENT) . RT3 SIA — % . . . Stl‘ing 0 -+
, Dafazajul , F pi/d” si :vﬂf (E_; »; decimalinteger sing  string 1 F%chnncatenatinn
valorile de control transformate _ o J‘*‘mj“*—'
in constante sir de caractere Fig. 5 string n-1
prin intermediul functiilor To Fig. 6
Decimal (Fig. 5) '
Concatenarea constantelor se realizeaza prin functia Concatenate
Strings (Fig. 6, Functions/ String). oo x(1)
Pentru trecerea pe randul al doilea in cadrul mesajului s-a o
folosit constanta End of Line (Fig. 7) disponibild in paleta Structs Fig. 7 o
& Constants. o
Calculul functiilor armonice pentru valorile 1n radiani s-a realizat cu functia Y
Cosine din paleta Functions/ Trigonometric. L
Tabel #2  Se obtin, se traseaza si se dispun curbele Lissajous tabelar
1:1 omix/om2y | 1:2 (m/n) 1:3 1:4 2:3 3:4
fi:0 i 1T T ‘ /
fi=n/4
fi=n/2
fi=3n/4
fi=n

La fiecare curba Lissajous se pot numara “perioadele” (prezente in
curba inchisd) pe directia x (m perioade) si pe directia y (n perioade).
De exemplu pentru m/n=2/3, ¢=n/4, se poate pleca de la punctul ‘a" de
tangentd cu marginea stangd a ecranului; se numara parcurgand curba
prima revenire la punctul de tangenta dreapta jos 'b" si a doua revenire
la punctul de pornire "a’. La fel se procedeaza pe directia y: punctul de
pornire ‘c’, prima revenire in ‘d" a doua in ‘e’ si a treia in punctul de

pornire “c’.

Punctul de pornire (t=0) al curbelor cu fi=0 este (1,1); pentru linia

Bl S
1,0 -0,8 -0,6 04 -02 00 02 04 06 08 1,0



fi=n/4 este (1, cos(pi/4) ); pt. linia fi= /2 este (1,0); pt. fi= 3n/4 este (1,-0.7); pt. fi= x este (1,-1).

Aplicatie #1 Android: Grapher Free - Equation Plotter & Solver

Curve types:

« Function (e.g. parabola, sine wave) e wave)

* Polar (e.g. rose, spiral)

 Parametric (e.g. ellipse, Lissajous) on the xy-plane or r6-plane
x(1); y(t)

exemplu: cos(2*t); cos(3*t+pi/4)

X
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